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基于数值的弧齿锥齿轮齿面啮合点
位置分析的拟赫兹法
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(西北工业大学 机电学院,陕西 西安 710072)

摘要: 在已知弧齿锥齿轮齿面网格的条件下,分析了单齿啮合时弧齿锥齿轮齿面弹性变形对轮齿啮合点位置

的影响。为此,首先形成一整套刚性齿面啮合点的数值计算方法; 然后,采用赫兹接触理论计算齿面弹性变

形,确定齿轮轮齿的微小转动及由此引起的啮合点位置的变动。将齿轮因齿面变形而产生微小转角,继而进

行齿面啮合分析的过程定义为拟赫兹接触分析。结果表明,齿面弹性变形引起的齿轮轮齿的微小转动对啮合

点的最终位置有一定的影响。
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Abstract: W ith the know ledge of too th surface m esh ing grids, the influence of too th surface

elasticity on m esh ing po in tsw as analyzed. F irst a set of num ericalm ethods fo r m esh ing po in ts cal2
culation w as developed. T hen the elastic defo rm ation of the sp iral bevel gearsw as calculated using

H ertzian theory and the change of m esh ing po in t due to m icro angle sh ift brough t about by the e2
lastic defo rm ation w as determ ined. T he m icro angle induced by the too th surface elastic defo rm a2
tion causes the change of m esh ing po in ts. Q uasi2H ertzian analysis is defined as the p rocess of

too th m esh ing analysis. T he results show that the m icro ro tational angle induced by the too th sur2
face elastic defo rm ation has defin ite effect on m esh ing po in ts.
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　　分析负载作用下的弧齿锥齿轮的齿面啮合迹

时,可以首先确定刚性齿面的啮合点位置,然后再

采用经典弹性力学方法,对其进行赫兹接触分析,

最后,依据弹性体的变形量,确定接触区域中心点

的一系列位置。但是,经典弹性力学在进行赫兹接

触分析时,是假定外载荷的大小和方向在弹性体

变形的过程中始终不变,两弹性体的初始啮合点

与发生最大变形量处一致。然而在理想加载模式



下,从初始啮合点开始到最终处于平衡状态的逐

级加载过程中,只有弧齿锥齿轮上的外加扭矩是

不变量,轮齿啮合力的大小、方向以及最大变形量

的发生点都在发生变化。本文采用经典弹性力学

中曲面接触分析的赫兹方法,研究了载荷作用下

因弧齿锥齿轮齿面弹性变形而产生的齿轮轮齿转

动对齿面啮合点的影响。

1　刚性齿面啮合点的确定方法

　　本文在已知齿面网格点坐标的前提下,首先

解决刚性齿面的啮合点的确定问题,这是进行弹

性齿面分析的基础。

为了采用数值方法对齿面进行分析,首先要

形成齿面网格点的坐标。齿面网格坐标点是通过

采用优化方法,求解描述齿面形状的非线性方程

组而得到。这样,齿面可以看成是由离散的空间点

所构成。

1. 1　齿面网格加密的双三次样条法[1 ]

　　由离散点所构成的曲面,点与点之间的空间

距离不变。然而在求解过程中,当求解精度无法满

足规定的要求时,有必要将原有网格加密细化。具

体方法是: 将离散的空间点看成是由两组离散的

空间曲线交叉而成, 交叉点为结点, 并且是非奇

点。对其加密细化前,首先,将这两组空间曲线分

别用三次样条插值函数[2 ]来表示; 然后,依据所得

到的三次样条插值函数,在原有齿面的点与点之

间插入所需的点数即可。这种用三次样条插值函

数分别拟合两条空间曲线以间接表达曲面的方法

就称为双三次样条法。齿面加密以后的齿面网格

结点的分布和编码如图 1所示。

图 1　齿面网格结点分布和编码

F ig. 1　Tooth surface grid layout and coding

齿面网格坐标点是相对于齿轮坐标系而言

的。为了避免因齿面卷曲而出现的函数多值问题,

齿面网格加密细化应在齿面坐标系下进行。最后,

将齿面坐标系下网格加密细化的结果再转换回原

齿轮坐标系中即可。

1. 2　齿面间坐标变换[3 ]

　　弧齿锥齿轮在工作之初,要求两轮齿面基点

在空间重合,基点处的齿面幺法矢平行。但是由于

计算误差不可避免,实际的一对弧齿锥齿轮一般

并不满足上述要求。在已知描述齿面的离散点坐

标时,可以根据两齿轮齿面基点坐标和齿面幺法

矢的指向,通过使一齿轮相对于另一齿轮的平移

和旋转而达到上述要求。具体做法是:

(1) 根据两齿轮初始时轴线垂直且重合的条

件,如图 2 所示,将齿轮 2 的齿面基点幺法矢 nb2

变换到齿轮 1 的坐标系 Ρ1 中成为 nb12,如图 3 所

示;

图 2　小齿轮和大齿轮坐标系的相对位置

F ig. 2　R elative position betw een p in ion coordinate

system and gear coordinate system

图 3　齿面啮合基点幺法矢的相对关系

F ig. 3　R elative relationsh ip betw een un it vecto rs

at the too th surface base po in t

of p in ion and gear

(2) 使 nb12绕 Ρ1 的坐标轴 x 1, y 1, z 1 转动 Ηx ,

Ηy , Ηz ,与齿轮 1的齿面幺法矢 nb1重合;

(3) 使齿轮 2的坐标系 Ρ2 的各坐标轴 x 2, y 2,

z 2 也按从 Ηx , Ηy 到 Ηz 同样的顺序到达新的位置;

(4) 最后,考虑到两齿轮初始时的相互关系

和齿面基点的位置差,即可以建立两齿轮坐标系

的转换矩阵为:
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M Ρ1- Ρ2 =

C xS yC z + S xS z S xS yC z - C xS z - C yC z x 10

C xS yC z - S xC z S xS yS z + C xC z - C yS z y 10

C xC y S xC y S y z 10

0 0 0 1

(1)

M Ρ2- Ρ1 =

C xS yC z + S xS z C xS yS z - S xC z C xC y x 20

S xS yC z - C xS z S xS yS z + C xC z S xC y y 20

- C yC z - C yS z S y z 20

0 0 0 1

(2)

式中: x 10= ∃x , y 10= ∃y , z 10= ∃z 是 Ρ2 的坐标原点 o2 在 Ρ1 中的坐标。

x 20 = - [ (C xS yC z + S xS z ) õ x 10 + (C xS yS z - S xC z ) õ y 10 + C xC y õ z 10 ]

y 20 = - [ (S xS yC z + C xS z ) õ x 10 + (S xS yS z + C xC z ) õ y 10 + S xC y õ z 10 ]

z 20 = - (- C yC z õ x 10 - C yS z õ y 10 + S y õ z 10)

是 Ρ1 的坐标原点 o1 在 Ρ2 中的坐标。

　　齿面基点重合后,上述与齿轮固结的坐标系

Ρ1 和 Ρ2 就成为描述小齿轮和大齿轮相互关系的

固定坐标系 Ρ10和 Ρ20, 它们不随齿轮转角而发生

变化。

1. 3　齿面间隙求解的局部坐标法

　　为了求解齿面啮合点,首先要确定两齿轮齿

面之间的间隙。齿面间隙求解可以采用局部坐标

法。这一方法是以某一齿轮的齿面为参考坐标系,

求解一齿轮齿面上某一点沿某一坐标方向到另一

齿轮齿面间的距离。

比如以齿轮 2 的齿面上的特征点 (可在齿面

网格的四个角点中任取 3个)建立一齿面坐标系,

将齿轮 1 的齿面网格坐标点也置于该坐标系中,

通过指定齿轮 2 齿面上的一点,搜索齿轮 1 齿面

上的对应点,将两点之间的坐标值相减,即可求出

齿面间距。

1. 4　最小齿面间隙求解的逐点搜索法

　　齿面最小间隙的求解,可以通过计算齿面对

应点的间距,然后从其中找出最小值来实现。这种

方法称为全齿面搜索法。但是搜索速度较慢。比

较快的计算方法是从齿面上某点开始,比如计算

基点,按照某种事先确定的搜索方式,逐渐找到齿

面间隙的最小值。常用的方法有:逐级细化齿面网

格法、交叉搜索法和逐点搜索法。

以上 4 种搜索方法,除第 1 种方法一定可以

找到最小点外,其它几种搜索方法都有可能搜索

至局部最小点。为了有效地防止这种情况的出现,

实际计算时,将齿面预先分成若干子域,从每个子

域的中点开始搜索,首先求得每个子域搜索的最

小点,然后取所有子域搜索结果的最小值作为最

终的结果。

试算结果表明比较,逐点搜索法计算速度最

快。本文采用的就是这种搜索方法。

1. 5　齿面间隙调整的两点递推迭代法

　　两齿轮的某一对齿面处于啮合状态时,啮合

点唯一,齿面啮合点处的幺法矢共线。但在数值求

解时,一齿轮的结点一般与另一齿轮的非结点相

啮合,啮合点处的幺法矢一般并不重合。这是因为

数值计算误差和齿面用微小平面拟和所造成的。

在实际计算中,只要齿面没有产生曲率干涉,即可

认为齿面啮合时法矢共线。

齿面啮合点的求解可以采用两点递推迭代

法。该方法根据一齿轮相对于另一齿轮的 2个转

角 5 i和 5 i+ 1及其对应的齿面间隙 ∃z i和 ∃z i+ 1,求

解下一位置的齿轮转角 5 i+ 2和齿面间隙 ∃z i+ 2:

5 i+ 2 = 5 i+ 1 + Χ×
(5 i+ 1 - 5 i) ö(∃z i - ∃z i+ 1) × ∃z i+ 1 (3)

式中: Χ为松弛因子。如果齿面间隙 ∃z i+ 2使下式

成立:

∃z i+ 2 ≤ Ε (4)

则啮合点找到。Ε的具体数值根据计算确定。如果
要求计算精度很高,有可能因为 Ε数值太小而导
致无法收敛。

2　拟赫兹接触问题的基本原理

2. 1　赫兹接触问题的基本原理[4 ]

　　赫兹假设两弹性点接触时,接触点处的几何

形状可用 2 个二阶曲面来逼近,通过把两弹性体

的接触问题等效为一个当量弹性体和一个刚性平

面的接触,求得接触区的大小和接触应力分布。
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2. 2 拟赫兹接触问题的计算原理

　　在赫兹分析中,有以下 3 点假设: (1)初始啮

合点就是最大变形量发生处; (2)外载荷沿接触点

的法线方向,且在弹性体变形过程中大小和方向

都不变; (3)椭圆接触区的椭圆率不变。但是在弧

齿锥齿轮中,因齿面弹性变形而引起的齿轮轮齿

的微小转动,使得以上 3条假设均不成立。因此有

必要形成外载荷作用下弧齿锥齿轮齿面啮合点求

解的数值方法。这种计入齿面弹性而导致的接触

区中最大变形量位置发生变化的数值计算方法,

称为拟赫兹方法。

2. 3　拟赫兹接触问题求解方法研究

　　弧齿锥齿轮在外载荷作用下,初始啮合点处

会产生弹性变形,包括弯曲变形和接触变形。这一

变形会导致齿轮发生微小的相对转动,从而引起

接触区中心的改变。接触区中心的改变又引起轮

齿啮合力变化,并导致弯曲变形和接触变形与前

述结果不同。最终的稳定状态,一般只有通过迭代

计算才能得到。在计算过程中,为了显示齿面弹性

变形对齿面啮合点位置变动的影响,暂时不计入

轮齿的弯曲变形。

为此,在计算因齿面弹性而引起的齿轮转动

时,可以视轮齿为刚性。在此假设条件下,齿轮转

动所产生的刚性齿面干涉量与两齿面的接触弹性

变形量之和 ∆c相等。

设小轮 1 在外扭矩 T a 的作用下相对于大轮

2转动,两齿面 S 1 和 S 2 于 C 点接触, C 点到小轮

回转轴线的距离为 rc,轮齿啮合力 F 与齿面 S 1 上

C 点处的法线 nc平行。视轮齿啮合力所产生的绕

小轮 1的轴线的扭矩与外扭矩 T a 的相对误差:

∃T =
T a - (F × rc)

T a
(5)

为小轮 1转角的函数。将齿面递增压入法和两点

递推迭代法相结合,可以求得最大变形量在齿面

上的位置C c。具体如下:

( 1) 令小轮 1 转动一个微小的角度 ∃Υ′1c, 计

算齿面最大干涉量 ∆c和相应干涉点C
′
c。

(2) 视C
′
c为初始啮合点,根据 ∆c计算轮齿啮

合力 F′。为此视 ∆c为齿面弹性变形,则相应的轮

齿啮合力 F′可按如下步骤计算:

① 将齿面 S 1 和齿面 S 2 的网格结点坐标 P 1

{x 1, y 1, z 1, 1}和 P 2{x 2, y 2, z 2, 1},置于以接触点 C

为原点、接触面 S 1 和 S 2 的公切面为坐标平面、主

方向和啮合点法线方向为坐标轴方向而建立的、

用于描述间隙曲面的坐标系 Ρc 中,成为 P 1c{x 1c,

y 1c, z 1c, 1}和 P 2c{x 2c, y 2c, z 2c, 1}。

P 1c = M ΡcΡ2M Ρ2Ρ20M Ρ2Ρ10M Ρ10Ρ1P 1

P 2c = M ΡcΡ2P 2

(6)

式中:M ΡcΡ2 ,M Ρ2Ρ20 ,M Ρ2Ρ10 ,M Ρ10Ρ1和M ΡcΡ2是坐标变换

矩阵; Ρ10和 Ρ20是确定小轮和大轮相对位置固定坐

标系, Ρ1 和 Ρ2 是与齿轮固结并随同齿轮转动的用

于表达齿面形状的坐标系。

②以C
′
c为中心,在S 2 上选取 3个点,计算S 1

和 S 2 沿 nc 的齿面间隙,并根据赫兹理论,计算出

与 ∆c对应的轮齿啮合力 F′。

(3) 根据所得的轮齿啮合力 F′计算相应的扭

矩 T′,并形成判别式:

T a - T′
T a

< ΕT (7)

　　ΕT 为预先给定的收敛指标。若 (7)式不能成

立,则逐渐增加 ∃Υ′1c,直至 T′- T a> 0。然后,采用

两点递推法相应调整小轮 1 转角 ∃Υ′1c,最终达到

稳态解 ∃Υ1c∆c即为所求。

上面求得的与 ∆c 相对应的齿面接触点C c,就

是计入齿面弹性变形时,齿面上新的啮合点位置。

3　算例与结论

　　本文以航空发动机传动系统中的一对弧齿锥

齿轮为例,在计算机上仿真。齿轮参数有:轴交角

2 = 90°,齿轮的模数m t= 3 mm ,压力角Α= 20°,螺

旋角 Β= 35°, 齿宽 b= 20 mm , 小齿轮齿数 z 1 =

47,右旋,大齿轮齿数 z 1= 53,左旋。两齿轮齿面网

格分化成 241×57,沿齿长m x 和齿高 ny 方向的

网格间距大约等于 011 mm。齿长方向的网格结

点编号从轮齿小端到轮齿大端,齿高方向从齿顶

到齿根。两齿轮在初始安装位置时齿面基点重合,

啮合点应为 (121, 29)。

计算结果如图 4和图 5所示。从图 4、图 5中

可以看出:以齿面基点作为啮合点,观察该点随外

扭矩的增加而发生变动的情况。

计算结果表明,随着外加扭矩的增加,啮合点

沿齿长方向向小端移动,沿齿高方向向齿根移动。

当外加作用扭矩在 1×105～ 8×105 N·mm 范

围内变化时,啮合基点沿齿长方向向小端的移动

量约为 0145 mm ,向齿根方向的移动量约为 011

mm 较小。啮合基点向小端移动一般认为会降低

齿轮轮齿的接触强度和弯曲强度。

需要说明的是,上述结论不具有一般性。换句
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话说,一对弧齿锥齿轮传动,其齿面啮合基点因齿

面弹性变形而产生的移动,不论是移动方向还是

移动量,只能在齿轮的齿面形成以后,采用上述数

图 4　啮合点沿齿长的变化

F ig. 4　M esh ing po in t variation along too th length

图 5　啮合点沿齿高的变化

F ig. 5　M esh ing po in t variation along too th heigh t

值分析方法才能确定。

在弧齿锥齿轮齿面设计时,假设齿面是刚性

的,不考虑齿面弹性变形的影响,因而也无法分析

齿面弹性变形对啮合点和啮合区域的变动影响。

从本文的分析可见,采用拟赫兹接触法时,齿面弹

性变形会影响齿面的啮合点的位置。在齿轮受载

状态下,正确估计啮合点的位置,并相应确定啮合

区的位置及形状,对于准确估计弧齿锥齿轮的接

触性能是很有意义的。
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